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Qu'est-ce que l'apprentissage ?

En psychologie
Toute acquisition d'un nouveau comportementa la suite d'un
entranement : habituation, conditionnement...

En neurobiologie

Modi cations synaptiques dans des circuits neuronaux : egle
Hebb, egle de Rescorla et Wagner...

Apprentissageautomatique

@ construire unmoctle greral

@ a partir de donrees particuleres
But

pedire un comportement facea une nouvelle donree
approximer une fonction ou une densie de probabilie
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Formalisation

@ Soit un ensemble d'apprentissade= f (X;;Vyi)0:1..n dont les
ebments oleissenta la loi jointe P(x;y) = P(X)P(yjx)

@ On cherchea approcher une loi sous-jacelitg) telle que
yi = f(X;) par une hypothesehy(x) aussi proche que possible

o Les sont les paranetres du syseme d'apprentissage.

o Sif(:) est discete on parle declassi cation
o Sif(:) est une fonction continue on parle alors @gression

Mais que veut-on dire par

\aussi proche que possible"?
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Calcul du risque

Pour mesurer la qualie d'une hypotlese, on va consicerer une
fonction de co0tQ(z = (X;y); ) 2 [a; b] que I'on cherchea
minimiser

Exemple de fonction de codt

Co0t 0/1 : vaut O lorsque lesetiquettes pevues et obsenees
concident, 1 sinon : utili® en classi cation

Erreur quadratique : (f(x) y)? :I__ultilisa en egression
On cherchea minimiser R( )= Q(z; )dP(z)
Comme on ne peut aceder directementa cette valeur, on

construit donc le risque empig qui mesure les erreurs eadie
par le mockle :Remp( )= & T2, Q(z; )

Mais quel est le lien entr&®mp( ) et R( )?
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Theorie de I'apprentissage de Vapnik (1995)

Vapnik a pu montrer I'expression suivanBen avec une probabilie
au moinsegalea 1

1
dyvc (|n(2m=dvc) + 1) In( =4)

m
)

La minimisation du risque cepend

@ du risque empirique

R( m) Remp( m)+(b a)

@ unrisque structurel le au terme dyc qui cepend de la
complexie du moceleh choisi (VC-dimensiof)

a. Dimension de Vapnik et Chervonenkis
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Ainsi, si pour construire un bon mocele d'apprentissage, il es
recessaire de :

minimiser les erreurs sur la base d'apprentissage

c'est le principe d'induction nasf utilie dans les esea de neurones

de construire un syseme capable dereraliser correctement
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— modele théorique

—— modéele appris
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Revisitons le probeme du perceptron :

Classi eur lireaire :y(x) = signgdw x+ b)

wx+b>0 wx+b=0
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Quel est le meilleur classi eur? :

Il existe de nombreux choix possibles pouet b :

y(x) = signgw x+ b) = signdkw x+ k b) (2)
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L Cas séparable

Notion de marge :

Dans le cas sparable, on va
consicerer les points les plus pes d
de I'hyperplan sparateur :
vecteurs supports (support
vectors ).

Pour tout point de l'espace des
exemples, la distancea
I'nyperplan sparateur est donree
par :

jw X+ bj
- 3
nwj )

On appellemarge d la distance entre les 2 classes

C'est cette distanced qu'on souhaiterait maximiser
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Quanti cation de la marge :

Pour limiter I'espace des possibles on consicere que leatpoi
les plus proches sont sittes sur les hyperplans canoniques
donres par :

w x+b= 1 (4)

Dans ce cas, la marge estl:= ||T2||

Les conditions d'une bonne classi cation sont :
—1
w x+b 1; siyj=1

w x+b<1 siyj= 1

)
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Maximisation de la marge :

Le probeme revient alorsa trouvew et b tels qued = 2o

[Tw]
est maximaleB(X;; Vi)
Sous les contraintes :
1
w x+b 1, siyi=1
T (6)
w x+b<1 siyj= 1
De manereequivalent, le probeme peut skcrire plus
simplement comme la minimisation de :
1. .,
=Jjw 7
SIwii ()

Sous les contraintesyij(w x+ b) 1, 8i 2 [1;N]
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Maximisation de la marge :

Cette minimisation est possible sous les conditions dites d
\Karush-Kuhn-Tucker (KKT)"
Soit le Lagrangieri :
b Vo Lz N
L(w;b; )= zijwjj iz ilYi(w xi+b) 1]
Les conditions de KKT sont alors :
3% =0.%=05 0 ; 0
ilyiw xi+b) 1]=0
Par ailleurs la dernere condition implique que pour tout pbin
ne \eri ant pas yi(w X+ b)=11le ; estnul.

Les points qui \erientyj(w X; + b) =1, sont appeks \vecteurs
supports". Ce sont les points les plus pes de la marge. llst son
senss &tre peu nombreux par rapporta lI'ensemble des exesiple
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Le probeme dual :

Le probeme s'exprime sous forme duale comme la
minimisation de :
11 ¥ ¥ 1
W( )= i3 i gYiYi(a X5) (8)
i=1 i=1j=1

Fait partie des probemes d'optimisation quadratique pour
lesquels il existe de nombreux algorithmes de esolution

SMO résolution analytique (par 2 points), gestion e [cade de la
mémoire, mais converge en un nombre d’étapes indéterminé

SimpleSVM facilite de la reprise a chaud, converge en moins d’étapes mais
limitation mémoire

LASVM utilisation en ligne, résolution analytique mais solution sous
optimale, plusieurs passes nécessaires pour les petites bases de
données
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I—Cas non-séparable

Classi cationa marge souple :

Et si les donrees ne sont pas lireairement eparables ?

L'icee est d'ajouter des variables d'ajustement dans la
formulation pour prendre en compte les erreurs de classi cation ou
le bruit
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Classi cationa marge souple : formulation

Probeme original

Minimiser Jjjwijj2 + C L, |

Etant donre : y;(w=x;+ b) 1

pouri=1;:;Net; O

C est une constante permettant de contréler le compromis
entre nombre d'erreurs de classement, et la largeur de la marge

Probeme dual
Minimi e IV | V.

inimiserL( )= 5 i 3 oy g1 i YK X
Avec les contraintes0 ; C
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I—Cas non-séparable

Au deh du sparateur lireaire

Que se passe-t-il si I'ensemble d'apprentissage est
intrinsequement non sparable ?

— = e o —
0 X
Pourquoi ne pas plonger le probeme dans un espace de plus
grande dimensionnalie ?
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SVM non-lireaires : espace de caraceristiques

Icee gererale

L'espace des donrees peut toujours eétre plonge dans un espde
plus grande dimension dans lequel les donrees peuvent étre
£paees lireairement

Exemple : XOR o

On e ectue la transformation : .

x;y) b (xysxy)  (9)

Y
Dans ce cas le probeme peut X
étre £pae lireairement
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Le \kernel trick"

La esolution des SVM ne s'appuient que sur le produit
scalaire< x;;x; > entre les vecteurs d'entee

Si les donrees d'apprentissage sont plonges dans un espac
de plus grande dimension via la transformation x:!'  (x),
le produit scalaire devient :

Kxi;x) =< (x); (x)> (10)

(K(xj; ;) est appekefonction noyay

Pour faire apprendre le SVM seul le noyau est important, sand qu'i
ne soit recessaire d'e ectuer la transformee(x)
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SVM non-lireaire : formulation

Probeme original

o Minimiser jjwijji2 + C T, |
e Etant donre : yi(w™ (x)+ b) 1 ;, pouri=1;::;N et
i 0
Probeme dual
o MinimiserL( )= =, i 3 =1 j=1 i jYiViK(Xi;x)
@ Sous les contraintes 0 ; C

o Les techniques d'optimisation restent les mémes
o La solutioqﬁilde la forme :

WI:-— i [Sv iYi (Xi)

fO)=w— )+ b= gy iyiK(xi;x)+ b™
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Exemples de noyaux

Noyau polynéme de dege 2a 2 variables

Transfornee non-lireaire :
X= (xl,Xz)IO
— 0 VA0 2.p_
(X) (1 2X1! 2X21 X]_ ’ X2 ’ 2X1X2)
Le noyau est alors : 5 e
(y) = (1 D 2Y2iYE Y3 2V1y2)
KOGy)= (x) (y)=@1+ x y)?
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Comment savoir ¥ est un noyau ?

Noyau de Mercer

@ On appel noyau de Mercer une fonction continue, symetrique,
semi-ce nie positiveK (x;y)
i=1 j=1 i jK(Xi;%);8 2R

Matrice de Gram

Matrice des termes< x;;X; >. Elle est synetrique et semi-ce nie
positive pour une noyau de Mercer

Theoeme de Moore-Aronszajn (1950)

o Toute fonction semi-ce nie positivek(x;y) est un noyau, et
eciproquement. Elle peut s'exprimer comme un produit
scalaire dans un espace de grande dimension.

o k(xi;x) =< (x); (x)>

)
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Quelques noyaux utilisables dans Weka

Noyau lireaire K(Xi; Xj) = X X;
Noyau polynomial de deg® K(x;; %) =(1+ X xj)P
=1 =117
Noyau GaussierK (xj;Xj) = exp 2 2
o Cette formulation estequivalente aux eseaux de

neuronesa bases radiales avec l'avantage
suppementaire que les centres des fonctionsa
base radiale (qui sont les vecteurs supports) sont
optimises

Perceptrona 2 coucheK (xi;xj) =tanh( x X+ )
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Construire d'autres noyaux

o k(xjy) = ki(xy) + ka(X;y)

o k(xiy) = ki(x)y)

o k(xjy) = ki(xjy) ka(x;y)

e k(x;y) = f(x) f(y) avecf () une fonction de I'espace des
attributs dansR

o k(xy) = ks( (x); (¥))

e k(x;y) = xByT" avecB une matriceN N synetrique,
semi-ck nie positive.
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Cas multi-classes

Les Sparateursa vaste marge ontee ceveloppes pour trer des
probemes binaires mais ils peuvent étre adapes pour traites
probemes multi-classes.

Strakgie un contre tous

@ L'icke consiste simplementa transformer le probemek
classes efk classi eurs binaires.

o Le classement est donre par le classi eur qui epond le mie

Pb : beaucoup d'exemples regatifs !
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Cas multi-classes

Strakgie un contre un

o Cette fois le probeme est transforme éh(kz;l) classi eurs
binaires : chaque classetant en e et compaeea chaque
classeg.

@ Le classement est donre par le vote majoritaire ou un graphe
acyclique de cecision.
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Applications des SVM

o Les avantages treoriques (minimisation de l'erreur empirique
et structurelle) et pratiques (algorithmes optimises) des SVM
en ont fait un outil tes prie dans de nombreux probemes
pratiques de classi cation.

e Dans bien des cas, il s'agit de construire un noyau (donc une
mesure de similarie) adape aux donreesa traiter.
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Exemple d'applications

Classi cation de donrees biologiques/physiques
Classi cation de documents nuneriques

Classi cation d'expressions faciales

Classi cation de textures

E-learning

Detection d'intrusion

Reconnaissance de la parole

CBIR : Content Based Image Retrieval
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