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Support Vector Machines

Introduction

Qu'est-ce que l'apprentissage ?

En psychologie

Toute acquisition d'un nouveau comportement �a la suite d'un
entrâ�nement : habituation, conditionnement...

En neurobiologie

Modi�cations synaptiques dans des circuits neuronaux : r�egle de
Hebb, r�egle de Rescorla et Wagner...

Apprentissageautomatique

construire unmod�ele g�en�eral

�a partir de donn�eesparticuli�eres

But
pr�edire un comportement face �a une nouvelle donn�ee

approximer une fonction ou une densit�e de probabilit�e
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Formalisation

Soit un ensemble d'apprentissageS = f (xi ; yi )g1..n dont les
�el�ements ob�eissent �a la loi jointe P(x; y) = P(x)P(yjx)

On cherche �a approcher une loi sous-jacentef (x) telle que
yi = f (xi) par une hypoth�esehα(x) aussi proche que possible

Les� sont les param�etres du syst�eme d'apprentissage.

Si f (:) est discr�ete on parle declassi�cation

Si f (:) est une fonction continue on parle alors der�egression

Mais que veut-on dire par

\aussi proche que possible" ?
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Calcul du risque

Pour mesurer la qualit�e d'une hypoth�esehα on va consid�erer une
fonction de coûtQ(z = ( x; y); � ) 2 [a; b] que l'on cherche �a
minimiser

Exemple de fonction de coût

Coût 0/1 : vaut 0 lorsque les �etiquettes pr�evues et observ�ees
co•�ncident, 1 sinon : utilis�e en classi�cation

Erreur quadratique : (f (x) � y)2 : utilis�e en r�egression

On cherche �a minimiser :R(� ) =
∫

Q(z; � )dP(z)

Comme on ne peut acc�eder directement �a cette valeur, on
construit donc le risque empirique qui mesure les erreurs r�ealis�ees
par le mod�ele :Remp(� ) = 1

m
∑n

i=1 Q(zi ; � )

Mais quel est le lien entreRemp(� ) et R(� ) ?
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Th�eorie de l'apprentissage de Vapnik (1995)

Vapnik a pu montrer l'expression suivante8m avec une probabilit�e
au moins �egale �a 1� � :

R(� m) � Remp(� m) + ( b � a)

√
dVC (ln(2m=dVC ) + 1) � ln(�= 4)

m
(1)

La minimisation du risque d�epend

du risque empirique

un risque structurel li�e au terme dVC qui d�epend de la
complexit�e du mod�eleh choisi (VC-dimensiona)

a. Dimension de Vapnik et Chervonenkis
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Ainsi, si pour construire un bon mod�ele d'apprentissage, il est
n�ecessaire de :

minimiser les erreurs sur la base d'apprentissage

c'est le principe d'induction na•�f utilis�e dans les r�eseaux de neurones

de construire un syst�eme capable deg�en�eraliser correctement
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Revisitons le probl�eme du perceptron :

Classi�eur lin�eaire :y(x) = signe(w � x + b)
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Quel est le meilleur classi�eur ? :

Il existe de nombreux choix possibles pourw et b :

y(x) = signe(w � x + b) = signe(kw � x + k � b) (2)
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Formalisation

Cas séparable

Notion de marge :

Dans le cas s�eparable, on va
consid�erer les points les plus pr�es
de l'hyperplan s�eparateur :
vecteurs supports (support
vectors ).

Pour tout point de l'espace des
exemples, la distance �a
l'hyperplan s�eparateur est donn�ee
par :

r =
jw � x + bj

jjwjj
(3)

On appellemarge d la distance entre les 2 classes

C'est cette distanced qu'on souhaiterait maximiser
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Cas séparable

Quanti�cation de la marge :

Pour limiter l'espace des possibles on consid�ere que les points
les plus proches sont situ�es sur les hyperplans canoniques
donn�es par :

w � x + b = � 1 (4)

Dans ce cas, la marge est :d = 2
||w||

Les conditions d'une bonne classi�cation sont :
{

w � x + b � 1; si yi = 1

w � x + b < 1; si yi = � 1
(5)
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Cas séparable

Maximisation de la marge :

Le probl�eme revient alors �a trouverw et b tels qued = 2
||w||

est maximale8(xi ; yi )

Sous les contraintes :
{

w � x + b � 1; si yi = 1

w � x + b < 1; si yi = � 1
(6)

De mani�ere �equivalent, le probl�eme peut s'�ecrire plus
simplement comme la minimisation de :

1
2

jjwjj2 (7)

Sous les contraintes :yi (w � x + b) � 1, 8i 2 [1; N]
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Maximisation de la marge :

Cette minimisation est possible sous les conditions dites de
\Karush-Kuhn-Tucker (KKT)"

Soit le LagrangienL :
L(w; b; � ) = 1

2 jjwjj2 �
∑N

i=1 � i [yi (w � xi + b) � 1]

Les conditions de KKT sont alors :
∂L
∂w = 0, ∂L

∂b = 0, ∂L
∂λi

� 0, � j � 0
� i [yi (w � xi + b) � 1] = 0

Par ailleurs la derni�ere condition implique que pour tout point
ne v�eri�ant pas yi (w � xi + b) = 1 le � i est nul.

Les points qui v�eri�ent yi (w � xi + b) = 1, sont appel�es \vecteurs
supports". Ce sont les points les plus pr�es de la marge. Ils sont
sens�es être peu nombreux par rapport �a l'ensemble des exemples.



Support Vector Machines

Formalisation

Cas séparable

Le probl�eme dual :

Le probl�eme s'exprime sous forme duale comme la
minimisation de :

W (� ) =
N∑

i=1

� i �
1
2

N∑

i=1

N∑

j=1

� i � jyiyj (xi � xj ) (8)

Fait partie des probl�emes d'optimisation quadratique pour
lesquels il existe de nombreux algorithmes de r�esolution

SMO résolution analytique (par 2 points), gestion efficace de la
mémoire, mais converge en un nombre d’étapes indéterminé

SimpleSVM facilite de la reprise a chaud, converge en moins d’étapes mais
limitation mémoire

LASVM utilisation en ligne, résolution analytique mais solution sous
optimale, plusieurs passes nécessaires pour les petites bases de
données
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Classi�cation �a marge souple :

Et si les donn�ees ne sont pas lin�eairement s�eparables ?

L'id�ee est d'ajouter des variables d'ajustement� i dans la
formulation pour prendre en compte les erreurs de classi�cation ou
le bruit
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Classi�cation �a marge souple : formulation

Probl�eme original

Minimiser 1
2 jjwjj2 + C

∑N
i=1 � i

�Etant donn�e : yi (w∗ � xi + b) � 1 � � i

pour i = 1 ; :::; N et � i � 0

C est une constante permettant de contrôler le compromis
entre nombre d'erreurs de classement, et la largeur de la marge

Probl�eme dual

MinimiserL (� ) =
∑N

i=1 � i � 1
2

∑N
i=1

∑N
j=1 � i� jyiyjxi � xj

Avec les contraintes 0� � i � C
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Cas non-séparable

Au del�a du s�eparateur lin�eaire

Que se passe-t-il si l'ensemble d'apprentissage est
intrins�equement non s�eparable ?

Pourquoi ne pas plonger le probl�eme dans un espace de plus
grande dimensionnalit�e ?
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SVM non-lin�eaires : espace de caract�eristiques

Id�ee g�en�erale

L'espace des donn�ees peut toujours être plong�e dans un espace de
plus grande dimension dans lequel les donn�ees peuvent être
s�epar�ees lin�eairement

Exemple : XOR

On e�ectue la transformation :

(x; y) ! (x; y; x � y) (9)

Dans ce cas le probl�eme peut
être s�epar�e lin�eairement
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Le \kernel trick"

La r�esolution des SVM ne s'appuient que sur le produit
scalaire< xi; xj > entre les vecteurs d'entr�ee

Si les donn�ees d'apprentissage sont plong�ees dans un espace
de plus grande dimension via la transformation � :x ! � (x),
le produit scalaire devient :

K (xi; xj ) = < � (xi); � (xj ) > (10)

(K (xi; xj ) est appel�eefonction noyau)

Pour faire apprendre le SVM seul le noyau est important, sans qu'il
ne soit n�ecessaire d'e�ectuer la transform�ee� (x)
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SVM non-lin�eaire : formulation

Probl�eme original

Minimiser 1
2 jjwjj2 + C

∑N
i=1 � i

�Etant donn�e : yi (w∗ � � (xi) + b) � 1 � � i , pour i = 1 ; :::; N et
� i � 0

Probl�eme dual

MinimiserL (� ) =
∑N

i=1 � i � 1
2

∑N
i=1

∑N
j=1 � i� jyiyjK(xi; xj )

Sous les contraintes 0� � i � C

Les techniques d'optimisation restent les mêmes
La solution est de la forme :

w∗ =
∑

i∈SV � i yi � (xi)
f (x) = w∗ � � (x) + b∗ =

∑
i∈SV � i yi K (xi; x) + b∗
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Exemples de noyaux

Noyau polynôme de degr�e 2 �a 2 variables

Transform�ee non-lin�eaire :

x = ( x1; x2)

� (x) = (1 ;
p

2x1;
p

2x2; x2
1 ; x2

2 ;
p

2x1x2)

Le noyau est alors :

� (x) = (1 ;
p

2x1;
p

2x2; x2
1 ; x2

2 ;
p

2x1x2)

� (y) = (1 ;
p

2y1;
p

2y2; y2
1 ; y2

2 ;
p

2y1y2)

K (x; y) = � (x) � � (y) = (1 + x � y)2
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Comment savoir siK est un noyau ?

Noyau de Mercer

On appel noyau de Mercer une fonction continue, sym�etrique,
semi-d�e�nie positiveK (x; y)
∑n

i=1
∑n

j=1 � i � jk(xi ; xj ); 8� 2 R

Matrice de Gram
Matrice des termes< xi ; xj > . Elle est sym�etrique et semi-d�e�nie
positive pour une noyau de Mercer

Th�eor�eme de Moore-Aronszajn (1950)

Toute fonction semi-d�e�nie positivek(x; y) est un noyau, et
r�eciproquement. Elle peut s'exprimer comme un produit
scalaire dans un espace de grande dimension.

k(xi ; xj ) = < � (xi ); � (xj ) >
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Quelques noyaux utilisables dans Weka

Noyau lin�eaire K (xi ; xj ) = xi � xj

Noyau polynomial de degr�ep K (xi ; xj ) = (1 + xi � xj )p

Noyau GaussienK (xi ; xj ) = exp
−||xi −xj ||2

2� 2

Cette formulation est �equivalente aux r�eseaux de
neurones �a bases radiales avec l'avantage
suppl�ementaire que les centres des fonctions �a
base radiale (qui sont les vecteurs supports) sont
optimis�es

Perceptron �a 2 couchesK (xi ; xj ) = tanh( � xi � xj + � )
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Construire d'autres noyaux

k(x; y) = k1(x; y) + k2(x; y)

k(x; y) = � � k1(x; y)

k(x; y) = k1(x; y) � k2(x; y)

k(x; y) = f (x) � f (y) avecf () une fonction de l'espace des
attributs dansR
k(x; y) = k3(� (x); � (y))

k(x; y) = xByT avecB une matriceN � N sym�etrique,
semi-d�e�nie positive.
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Cas multi-classes

Les S�eparateurs �a vaste marge ont �et�e d�evelopp�es pour traiter des
probl�emes binaires mais ils peuvent être adapt�es pour traiter les
probl�emes multi-classes.

Strat�egie un contre tous

L'id�ee consiste simplement �a transformer le probl�eme �ak
classes enk classi�eurs binaires.

Le classement est donn�e par le classi�eur qui r�epond le mieux.

Pb : beaucoup d'exemples n�egatifs !
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Cas multi-classes

Strat�egie un contre un

Cette fois le probl�eme est transform�e enk·(k−1)
2 classi�eurs

binaires : chaque classei �etant en e�et compar�ee �a chaque
classej .

Le classement est donn�e par le vote majoritaire ou un graphe
acyclique de d�ecision.
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Applications des SVM

Les avantages th�eoriques (minimisation de l'erreur empirique
et structurelle) et pratiques (algorithmes optimis�es) des SVM
en ont fait un outil tr�es pris�e dans de nombreux probl�emes
pratiques de classi�cation.

Dans bien des cas, il s'agit de construire un noyau (donc une
mesure de similarit�e) adapt�e aux donn�ees �a traiter.
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Exemple d'applications

Classi�cation de donn�ees biologiques/physiques

Classi�cation de documents num�eriques

Classi�cation d'expressions faciales

Classi�cation de textures

E-learning

D�etection d'intrusion

Reconnaissance de la parole

CBIR : Content Based Image Retrieval
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